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1.17 2026年高考数学全国Ⅰ卷第 17题

【试题】

设整数 N ⩾ 2．某同学用一个球进行投篮练习，至多投篮 N 次，当且仅当投中 1次时或 N 次均未投中

时，停止练习．设该同学每次投中的概率为 p (0 < p < 1)，各次投中与否相互独立．记 X 为停止练习时该同

学的投篮次数．

（1）当 N =
1
4
，p =

1
3
时，求 X 的分布列；

（2）设 k，m均为自然数．

（ⅰ）当 k ⩽ N −1时，求 P(X > k)；

（ⅱ）当 k+m ⩽ N −1时，证明：P(X > k+m | X > k) = P(X > m)．

【考查目标】

考查内容：概率与统计——概率——结合古典概型，了解条件概率，能计算简单随机事件的条件概率；

结合古典概型，会利用乘法公式计算概率；通过具体实例，了解离散型随机变量的概念，理解离散型随机变

量分布列及其数字特征（均值、方差）．

课标要求：能够结合具体实例，理解随机事件的独立性和条件概率的关系，理解离散型随机变量在描述

随机现象中的作用．

学科核心素养：
数学抽象 逻辑推理 数学建模 直观想象 数学运算 数据分析

√ √ √ √

【参考答案】

（1）当 N = 4时，X 的所有可能取值为 1,2,3,4．

为求 X 的分布列，分别计算 P(X = i)(i = 1,2,3,4)．在投中情况相互独立的假设下，

P(X = 1) = p =
1
3
，

P(X = 2) = (1− p)p =
2
3
× 1

3
=

2
9
，

P(X = 3) = (1− p)2 p =

Å
2
3

ã2

× 1
3
=

4
27
，

P(X = 4) = (1− p)3 p+(1− p)4 = (1− p)3 =

Å
2
3

ã3

=
8
27
，

故 X 的分布列为

X 1 2 3 4

P
1
3

2
9

4
27

8
27

（2）（ⅰ）思路 1：事件 {X > k}等价于前 k次投篮均未投中，

则 P(X > k) = (1− p)k．

思路 2：X 的所有可能取值为 1, 2, · · · , N．记 q = 1− p，则 0 < q < 1．
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由前述分析知，P(X = N) = qN−1，P(X = k) = pqk−1 (1 ⩽ k ⩽ N −1)．

P(X > k) = P(X ⩾ k+1) = P(X = k+1)+ · · ·+P(X = N −1)+P(X = N)

= pqk + · · ·+ pqN−2 +qN−1

= qk(1−qN−1−k)+qN−1

= qk.

所以，当 k ⩽ N −1时，P(X > k) = (1− p)k．

思路 3：同思路 2，P(X = N) = qN−1，P(X = k) = pqk−1 (1 ⩽ k ⩽ N −1)．

当 k = 0时，P(X > 0) = 1．

当 1 ⩽ k ⩽ N −1时，P(X = 1)+ · · ·+P(X = k) = p+ · · ·+ pqk−1 = 1−qk，

因此 P(X > k) = 1−P(X ⩽ k) = 1− (P(X = 1)+ · · ·+P(X = k)) = qk．

综上，当 k ⩽ N −1时，P(X > k) = (1− p)k．

（ⅱ）因为 m ∈ N，所以 {X > k+m} ⊆ {X > k}，

则 P({X > k+m}∩{X > k}) = P(X > k+m)，

P(X > k+m | X > k) =
P({X > k+m}∩{X > k})

P(X > k)
=

P(X > k+m)

P(X > k)
．

因为 k+m ⩽ N −1，k ⩽ N −1，m ⩽ N −1．

由（1）可知 P(X > k) = (1− p)k，P(X > m) = (1− p)m，P(X > k+m) = (1− p)k+m，

所以 P(X > k+m | X > k) =
P(X > k+m)

P(X > k)
=

(1− p)k+m

(1− p)k = (1− p)m = P(X > m)．

【解题思路】

题述停止练习时该同学的投篮次数 X 是一个随机变量，容易看出 X 的所有可能取值为 1, 2, · · · , N（至少

投篮 1次，至多投篮 N 次），因此 X 是一个离散型随机变量．根据定义，当 N = 2时，事件 {X = 1}发生意

味着该同学第 1次投篮中；事件 {X = 2}发生意味着该同学第 1次投篮未投中．当 N ⩾ 3时，事件 {X = 1}

发生意味着该同学第 1次投篮即投中；事件 {X = 2}发生意味着该同学第 1次投篮未投中，第 2次投篮投

中；……；事件 {X = N}发生意味着该同学前 (N −1)次投篮均未投中，但不管第 N 次投篮投中与否（因为

至多投篮 N 次）．

（1）思路 1：求出每个事件的概率．过程同参考答案．

思路 2将求某事件的概率转化为求其对立事件的概率．

例如，若已经求得 P(X = i)（i = 1,2,3），则由概率的基本性质知，

P(X ̸= 4) = P(X = 1)+P(X = 2)+P(X = 3) =
19
27

,

可知 P(X = 4) = 1−P(X ̸= 4) =
8

27
，从而得到 X 的分布列．

注意到以下事实是有益的：事件 {X = 1}发生当且仅当该同学第 1次投篮即投中，事件 {X = N}发生当

且仅当该同学前 (N −1)次投篮均未投中．所以，对给定的 N 和 p，也可以先计算事件 {X = 1}发生的概率，

以及事件 {X = N}发生的概率．事实上，我们总有 P(X = 1) = p，P(X = N) = (1− p)N−1．
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因此，在第（1）小问中，计算得到 P(X = 2) 后，可通过对立事件求得 P(X = 3) = 1−P(X ̸= 3) =

1−P(X = 1)−P(X = 2)−P(X = 4)，进而得到分布列，过程不再赘述．

（2）（ⅰ）X 的所有可能取值为 1, 2, · · · , N．记 q = 1− p，则 0 < q < 1．由前述分析知，P(X = N) = qN−1，

P(X = j) = pq j−1（1 ⩽ j ⩽ N −1）．

思路 1：根据事件 {X > k}发生的等价命题，直接进行概率的计算．

当 1 ⩽ k ⩽ N −1时，事件 {X > k}发生等价于该同学前 k次投篮均未投中．一方面，如果该同学前 k次

投篮有某次投中，那么练习在投中时即已停止，于是 X ⩽ k，即事件 {X > k}不会发生；另一方面，如果该

同学前 k次投篮均未投中，那么需要进行第 (k+1)次投篮（注意到 k ⩽ N −1），则停止练习时该同学的投篮

次数大于等于 (k+1)，即事件 {X > k}发生．

当 k = 0时，显然 P(X > 0) = 1；当 1 ⩽ k ⩽ N − 1时，该同学前 k次投篮均未投中的概率为 qk，因此

P(X > k) = qk．

综上，当 k ⩽ N −1时，P(X > k) = qk = (1− p)k．

思路 2：通过事件 {X = j}( j = k+1, · · · ,N)的概率进行计算．过程同参考答案．

思路 3：通过事件 {X = j}( j = 1, · · · ,k)的概率进行计算．过程同参考答案．

（ⅱ）由（ⅰ）得到 P(X > k+m)，P(X > k)和 P(X > m)，再结合条件概率的定义，即可得证．过程同

参考答案．

【拓展阅读】

一、N → ∞的数学期望

首先，我们可以对本题稍作拓展，仍记 q = 1− p，则由前述分析得到一般情形下 X 的分布列：

X 1 2 · · · N −1 N

P p pq · · · pqN−2 qN−1

计算可得 X 的期望

E(X) = p+2pq+ · · ·+(N −1)pqN−2 +NqN−1 =
1−qN

p
.

由上述式可得到：

定理 1.17.1

随着投篮次数上限 N 趋向于无穷，停止练习时该同学的投篮次数 X 的数学期望趋向于
1
p
．

二、几何分布

本题中，若取消投篮次数上限，即当且仅当该同学投中 1次时停止练习，记 X 为停止练习时该同学的

投篮次数．仍假设每次投中的概率为 p (0 < p < 1)，各次投中与否相互独立，则随机变量 X 的可能取值为所

有正整数，且对任何正整数 j，有 P(X = j) = p(1− p) j−1．
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定义 1.17.2. 几何分布

设随机变量 X 的可能取值为所有正整数，且

P(X = n) = (1− p)n−1 p, ∀n ∈ N∗, (1.3)

称 X 服从参数为 p的几何分布．

与二项分布、超几何分布一样，几何分布也是一类重要的离散型随机变量的分布，但它们的首要区别在

于：服从二项分布或超几何分布的随机变量，所有可能取值为有限个；服从几何分布的随机变量，所有可能

取值为无限个（但可以一一列举出来）．

本题的（ⅱ）问结论在几何分布中有类似的结果，称为几何分布的无记忆性．

定义 1.17.3. 随机变量的无记忆性

设 X 是取正整数值的随机变量，且在 X > k的条件下，X = k+1的概率与 k无关（即 P(X = k+1 | X > k)

是常数），此时称 X 具有无记忆性．

定理 1.17.4

几何分布具有无记忆性．

证明：重复做独立重复试验，试验成功的概率为 p．记 X 为首次试验成功所需的试验次数，则 X 服从参

数为 p的几何分布，即 (1.3)成立．在“前 m次试验未成功”的前提下，设 ξ 为首次试验成功仍需进行的试

验次数，则 ξ 的所有可能取值是全体正整数，并且对 m ∈ N∗，

P(ξ = m) = P(X = m+ k | X > k) =
P(X = m+ k)

P(X > k)
=

(1− p)m+k−1 · p
(1− p)k = (1− p)m−1 p = P(X = m).

所以 ξ 依然服从参数为 p的几何分布．特别地，取 m = 1得

P(X = k+1 | X > k) = P(X = 1),

即 P(X = k+1 | X > k)是与 k无关的常数，故 X 具有无记忆性．也就是说，无论之前经历了多少次失败，下

一次试验成功的概率都与第一次试验时完全相同． □

定理 1.17.5

在取正整数值的离散型随机变量中，只有几何分布满足下面的无记忆性．

证明：设 X 具有无记忆性，则存在常数 p ∈ (0,1)使得对每个正整数 k都有

p = P(X = k+1 | X > k).

下面要证明 (1.3)，即 X 服从几何分布．

记 qk = P(X > k)，pk = P(X = k)，则 pk+1 = qk −qk+1．在 X > k的条件下，X = k+1的条件概率为
pk+1

qk
，

因此
pk+1

qk
= p，故

qk+1

qk
= 1− p．

因为 q0 = 1，所以 {qk}是公比为 1− p的等比数列，故 qk = (1− p)k．从而

pk = p ·qk−1 = p(1− p)k−1, k = 1,2, · · · .

这正是几何分布 (1.3)． □
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注：本题第（ⅱ）问的结论

P(X > k+m | X > k) = P(X > m), (1.4)

是比“离散型随机变量的无记忆性”更弱的命题，即满足无记忆性的离散型随机变量也满足本题（ⅱ）的

结论．而本题的篮球背景给出了一个除了几何分布之外满足（ⅱ）的例子．感兴趣的读者也可以思考满足

（ⅱ）且取正整数值的离散型随机变量有哪些．

三、指数分布

我们在高中学过正态分布，它是一种连续型随机变量；另外将频率分布直方图视作密度函数的图像，也

可以得到连续型随机变量．实际上，连续型随机变量也是非常常见的，例如：

定义 1.17.6

如果随机变量 X 满足

P(X ⩽ x) =

1− e−λx, x > 0,

0, x ⩽ 0.

就称随机变量 X 服从参数为 λ (λ > 0)的指数分布，记为 X ∼ E(λ )．

指数分布有重要应用，常用它来作为各种“寿命”分布的近似，例如电子元件的寿命，某些动物的寿

命，电话问题中的通话时间，随机服务系统中的服务时间等都常假定服从指数分布．

指数分布的重要性表现在它具有类似于几何分布的无记忆性．在连续型随机变量中，没有办法像离散

型随机变量那样让 P(X = k+1 | X > k)能取到非零值，所以只能像 (1.4)式那样给出稍弱一点的无记忆性的

定义．

定理 1.17.7. 指数分布的无记忆性

若 X ∼ E(λ )，则对任意实数 s, t > 0，有

P(X > t + s | X > s) = P(X > t). (1.5)

证明： P(X > t + s | X > s) =
P(X > t + s)

P(X > s)
=

1− (1− e−λ (t+s))

1− (1− e−λ s)
= e−λ t = 1−P(X ⩽ t) = P(X > t)． □

通常，寿命服从指数分布，我们常说人是“永远年轻”的——如果已知某人的年龄为 s，则再活 t 年的

概率与年龄 s无关．

定理 1.17.8

指数分布是唯一具有无记忆性 (1.5)的连续型随机变量．

该结论依赖于指数函数的运算性质：as+t = asat．

证明：设 G(x) = P(X > x)，则由 (1.5)得 G(s+ t) = G(s)G(t)，s ⩾ 0，t ⩾ 0．因为 G(x)关于 x单调递减，

根据柯西方程相关的结论得 G(x) = ax，x ⩾ 0．因为 G(x)是概率，所以 0 < a < 1，可记 a = e−λ (λ > 0)，从而

P(X ⩽ x) = 1−G(x) = 1− e−λx, x ⩾ 0.

故 X 服从参数为 λ 的指数分布． □
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【往年试题】

1．【2026Fiddie联盟模拟测试，13】

袋中有相同大小的 5个白球和 5个黑球，从中有放回地随机取 5次，每次取 1个球，记随机变量 X

为取出白球的次数，则 P(X = 5 | X ⩾ 3) = ．

2．【2005广东，18】

箱中装有大小相同的黄、白两种颜色的乒乓球，黄、白乒乓球的数量比为 s : t．现从箱中每次任意取

出一个球，若取出的是黄球则结束，若取出的是白球，则将其放回箱中，并继续从箱中任意取出一

个球，但取球的次数最多不超过 n次，以 ξ 表示取球结束时已取到白球的次数．

（1）求 ξ 的分布列；

（2）求 ξ 的数学期望．

3．【2007安徽，20】

在医学生物学试验中，经常以果蝇作为试验对象．一个关有 6只果蝇的笼子里，不慎混入了两只苍

蝇（此时笼内共有 8只蝇子：6只果蝇和 2只苍蝇），只好把笼子打开一个小孔，让蝇子一只一只地

往外飞， .直 .到两只苍蝇都飞出，再关闭小孔．以 ξ 表示笼内还 .剩 .下 .的 .果 .蝇的只数．

（1）写出 ξ 的分布列（不要求写出计算过程）；

（2）求数学期望 Eξ；

（3）求概率 P(ξ ⩾ Eξ )．

4．【2008全国Ⅰ，文 20理 20】

已知 5只动物中有 1只患有某种疾病，需要通过化验血液来确定患病的动物．血液化验结果呈阳性

的即为患病动物，呈阴性即没患病．下面是两种化验方案：

方案甲：逐个化验，直到能确定患病动物为止．

方案乙：先任取 3只，将它们的血液混在一起化验．若结果呈阳性则表明患病动物为这 3只中的 1

只，然后再逐个化验，直到能确定患病动物为止；若结果呈阴性则在另外 2只中任取 1只化验．

（1）求依方案甲所需化验次数不少于依方案乙所需化验次数的概率；

（2）ξ 表示依方案乙所需化验次数，求 ξ 的期望．

注：文科只包含第（1）问，满分 12分．
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【往年试题参考答案】

1．【答案】
1
16
．

【解题思路】 由题意，X 服从二项分布 B(5,
1
2
)．则 P(X = 5) = (

1
2
)5 =

1
32
．根据二项式系数的对称性，

P(X ⩾ 3) =
1
2
．所以由条件概率的定义

P(X = 5|X ⩾ 3) =
P(X = 5，且X ⩾ 3)

P(X ⩾ 3)
=

P(X = 5)
P(X ⩾ 3)

=
1
16

.

2．【答案】 （1）ξ 的可能取值为 0,1,2, · · · ,n，ξ 的分布列为

ξ 0 1 2 · · · n−1 n

P
s

s+ t
st

(s+ t)2
st2

(s+ t)2 · · · stn−1

(s+ t)n
tn

(s+ t)n

（2）ξ 的数学期望为

Eξ = 0× s
s+ t

+1× st
(s+ t)2 +2× st2

(s+ t)3 + · · ·+(n−1)× stn−1

(s+ t)n +n× tn

(s+ t)n . ①

t
s+ t

Eξ =
st2

(s+ t)3 +
2st3

(s+ t)4 + · · ·+ (n−1)stn

(s+ t)n+1 +n× tn+1

(s+ t)n+1 . ②

① −②得

Eξ =
t
s
− ntn+1

s(s+ t)n −
(n−1)tn

(s+ t)n +
(n−1)tn

s(s+ t)n−1 .

3．【答案】 （1）ξ 的分布列为

ξ 0 1 2 3 4 5 6

P
7
28

6
28

5
28

4
28

3
28

2
28

1
28

（2）数学期望为 Eξ =
2
28

(1×6+2×5+3×4) = 2．

（3）所求概率为 P(ξ ⩾ Eξ ) = P(ξ ⩾ 2) =
5+4+3+2+1

28
=

15
28
．

【解题思路】 确定随机变量的可能取值；计算 ξ 取每一个可能值的概率．

设 Ak 表示事件：笼内剩下 k只果蝇，则第 8− k只蝇子应是苍蝇，在前 7− k只蝇子中有一只苍蝇，在

前 7−k只蝇子中哪一只是苍蝇呢？有 7−k种可能．在 8只蝇子中哪两个位置是苍蝇有 C2
8 = 28种可能．

所以 P(Ak) =
7− k

28
，即 P(ξ = 0) =

7
28
，P(ξ = 1) =

6
28
，P(ξ = 2) =

5
28
，P(ξ = 3) =

4
28
，P(ξ = 4) =

5
28
，

P(ξ = 6) =
6

28
．将概率正确计算后，解决第 (2)问、第 (3)问就容易了．

【易错警示】不能正确理解题意，得不出随机变量的正确的分布列．

4．【答案】 记 A1，A2 分别表示依方案甲需化验 1次、2次，B1，B2 分别表示依方案乙需化验 2次、3次，

A表示依方案甲所需化验次数不少于依方案乙所需化验次数．依题意知 A2与 B2 独立．

（1）因为 A = A1 +A2B2，而

P(A1) =
1

C1
5
=

1
5
, P(A2) =

A1
4

A2
5
=

1
5
, P(B2) =

C2
4 ·C1

2

C3
5 ·C1

3
=

2
5
.
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所以

P(A) = P(A1 +A2 ·B2) = P(A1)+P(A2 ·B2)

= P(A1)+P(A2) ·P(B2)

=
1
5
+

1
5
× 2

5
=

7
25

.

所以 P(A) = 1−P(A) =
18
25

= 0.72．

（2）ξ 的所有可能取值是 2，3．

P(B1) =
C3

4

C3
5
+

C2
4

C3
5 ·C1

5
=

3
5
, P(B2) =

2
5
,

P(ξ = 2) = P(B1) =
3
5
, P(ξ = 3) = P(B2) =

2
5
,

所以 Eξ = 2× 3
5
+3× 2

5
=

12
5

= 2.4(次)．

【解题思路】 本题的关键是先用数学语言正确表达和说明题设中的陈述．设 A1，A2 分别表示依方案甲

需化验 1次、2次，B1，B2 分别表示依方案乙需化验 2次、3次，A表示依方案甲所需化验次数不少于

依方案乙所需化验次数，然后将问题转化为概率模型，利用 P(A) = 1−P(A)及 A = A1 +A2B2 求解．

【易错警示】本题是全卷最难的题目，得分率创近几年新低．大多数学生不能入手解题，或未正确理解

题意而不能得分．本题主要是第（1）问难，第（2）问其实容易．错因分析：

①未正确理解题意．把所需要化验的次数弄错，如说依方案甲需化验 5次，说依方案乙需化验 4次、5

次等；误认为每只动物都有患病的可能；把试验错当成独立重复试验；把“无放回”的试验错当成“有

放回”的试验，如把依方案甲需化验 2次的概率计算为
4
5
× 1

5
=

4
25
．

②概率算错．较多的是把依方案甲需化验 4次的概率错算为
1
5
，这是把“第 4次化验到患病动物”与

“化验了 4次才确定出患病动物"弄混了．还有把应该是排列数的却用组合数计算，如把依方案甲需化

验 2次的概率错算为
2
5

(应该是
A1

4

A2
5
，却错为

C1
4

C2
5

)．还有把依方案乙需化验 2次的概率错算为
2
5
等．

③不会用规范的语言和符号表述问题，缺少必要的解答步骤和文字说明，解答甚至没有一点文字叙述，

只孤零零给出一个数字算式，如直接写所求概率为 P =
3
5
× 4

5
+

2
5
× 3

5
=

18
25
．

④粗心失误．如把“不少于"误成“多于”，如分数的四则运算出错再如计算出 A的对立事件的概率之

后，却不求 A的概率．


