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温故循纲
章节主线

基本初等函数导数公式表

1 (c)′ = 0

2 (xα)′ = αxα−1

3 (ex)′ = ex

4 (ln x)′ = 1
x

5 (sin x)′ = cos x

6 (cos x)′ = − sin x

7 (ax)′ = ax ln a

8 (loga x)′ = 1
x ln a

由于我们遇到的绝大部分复杂函数, 本质上都是由
一些基本函数经过有限次地 “四则运算” 与 “复合
运算” 组合而成的, 因此, 若想降服这些复杂函数,
只需完成两件事.

1 找到研究这些基本函数的工具 (并研究);
2 找到这个工具与 “函数四则运算和复合运算”
的关系.

而在上一节课, 我们已经成功地找到并研究了这些
基本 (初等) 函数——基本初等函数的求导公式.

本节课, 便探究本工具与 “函数四则运算” 之关系.
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什么是运算?

在正式开始探究之前, 我们不禁有疑问, 到底什么是运算 (求导为什么是运算)? 1 什么是

(求导的) 运算 (规律) 法则? 它们有严谨定义吗?

比如, 四则运算是熟知的, 但我们能给出它严谨的定义吗?

更进一步, (如) 加法运算有什么运算 (规律) 法则?

交换律、结合律以及与乘法有关的分配律.

经过抽象可以发现, 所谓的运算, 就是 “输入对象—处理—输出新对象” 的过程.

对于该过程, 是否感到些许似曾相识? 它与我们曾学过的什么概念不谋而合?——函数.

下面, 不妨先来回顾一下必修一中函数的定义.

1运算全称为运算对应法则, 以前所学的运算法则正是 “对应法则” 的缩写 (如求导运算、加法运算法则); 但
此处所讲的求导的运算法则, 其更准确的说法应为求导的运算规律法则 (如加法交换律).
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回顾函数定义

定义 (函数-人教 A 版必修一 P62)
一般地, 设 A, B 是非空的实数集, 如果对于集合 A 中的任意一个数 x, 按照某种确定的对
应关系 f , 在集合 B 中都有唯一确定的数 y 和它对应, 那么就称 f : A → B 为从集合 A 到

集合 B 的一个函数 (function), 记作

y = f(x), x ∈ A.

其中, x 叫做自变量, x 的取值范围 A 叫做函数的定义域 (domain); 与 x 的值相对应的 y

值叫做函数值, 函数值的集合 {f(x) | x ∈ A} 叫做函数的值域 (range).

这不就是 “输入对象—处理—输出新对象” 的完整过程吗?

从统一的视角来看, 函数本质上就是一种运算, 而求导也是一种运算.

因此, 我们可以类比函数定义, 给出运算的定义.
求导的线性性 Email: lanovo@e.gzhu.edu.cn 2026 年 5 月 9 日 5 / 32



运算的严谨定义

定义 (运算)
一般地, 设 A, B 是非空集合, 如果对于集合 A 中任意取出的一定数量且带有确定顺序的元

素, 按照某种确定的对应关系 f , 在集合 B 中都有唯一确定的元素 y 和它们对应, 那么就称
这种对应关系 f 为一个运算 (operation), 记作

y = f(x1, x2, · · · , xn), x1, x2, · · · , xn ∈ A.

若设运算符号为 ∗, 则还可记作

y = x1 ∗ x2 ∗ · · · ∗ xn, x1, x2, · · · , xn ∈ A.

其中, 参与对应关系的元素叫做运算对象, 若运算对象有 n 个, 则称该运算为 n 元运算; 与
运算对象相对应的元素 y 叫做运算结果 , 所有运算结果的集合叫做该运算的结果集.

这个定义不需要记忆 (严谨但不完善), 只需大概清楚即可.
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加法的严谨定义

例 (实数的加法运算)
设 A = B = R, 如果对于集合 A 中任意取出的 2 个且带有确定顺序的元素 x1, x2, 按照
“求这两个数之和” 的对应关系 f , 在集合 B 中都有唯一确定的元素 y 和它们对应, 那么就
称这种对应关系 f 为实数集上的实数的加法运算 a , 记作

f(x1, x2) = x1 + x2, x1, x2 ∈ R.

设运算符号为 +, 则可记作
y = x1 + x2, x1, x2 ∈ R.

其中 x1, x2 称为加数, y 称为和. 由于运算对象有 2 个, 故实数的加法是一个二元运算.
a此处强调实数, 是因为不止实数有加法运算, 曾学过的向量也有加法运算 (二者显然不同).

同理, 我们可以给出 (数的) 减、乘、除运算定义, 但限于篇幅, 此处不再赘述.
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对数运算的定义

例 (对数运算)
设 A = R+, B = R, 如果对于集合 A 中任意取出满足特定条件 (第一个数 ̸= 1) 且带有确定
顺序的 2 个元素 a, x, 按照 “求以 a 为底 x 的对数” 的对应关系 f , 在集合 B 中都有唯一

确定的元素 y 和它们对应, 那么就称这种对应关系 f 为实数集上的对数运算, 记作

f(a, x) = loga x, a ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), x ∈ (0, +∞).

设运算符号为 log, 则可记作
y = loga x.

其中, a 称为底数, x 称为真数, y 称为对数. 由于参与对应关系的运算对象有 2 个, 故对数
运算是一个二元运算.

同理, 还可以给出指数运算、幂运算的定义 (B版教材的确将这些称为 “运算”, 可自行查看).
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运算对应法则

上述都是一些熟知的运算, 但也可以定义一些不太熟知的运算 (如 2023 年四省联考压轴).

图: 2023 年新高考适应性测试第 22 题
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运算规律法则

但归根到底, 这些只是 “运算对应法则”, 对于运算的另一个重要概念“运算规律法则”, 我们
还没有一个清晰的认识 (如加法的交换律).

定义 (运算规律法则)
设 ∗ 是定义在非空集合 A 上的一个 n 元运算. 对于集合 A 中任意取出且带有确定顺序的

n 个元素 x1, x2, · · · , xn, 规定得出其唯一对应结果的具体代数表达式 (或计算规则) E, 称为
该运算的运算规律法则, 通常记作

x1 ∗ x2 ∗ · · · ∗ xn := E(x1, x2, · · · , xn)

其中, 符号 := 表示 “定义为”.

运算 (规律) 法则这个概念在 B 版必修二中一直被提到, 但却始终没有一个严谨定义.
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常见的运算规律

例 (实数加法交换律)
对于实数集 R 上的加法运算, 恒有等式

a + b = b + a, ∀a, b ∈ R.

此恒等式即为实数加法运算的交换律.

例 (对数运算的乘法运算法则)
设底数 a > 0 且 a ̸= 1, 真数 x, y > 0, 对数运算的乘法法则由以下等式给出:

loga(x · y) = loga x + loga y.

进一步, 若记 f(x) = loga x, 则有

f(x · y) = f(x) + f(y).
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对数运算乘法法则的应用

所有有关对数的恒等式, 其本质都运用到了对数运算的乘法法则. 比如, 结合“算两次”的数
学思想方法, 可以得到以下公式.

例 (换底公式)
对代数式 ax = b, 两边取以 a 为底的对数, 可得

x = loga b,

两边再取以 c 为底的对数, 可得

x logc a = logc ax = logc b,

因此, 就得到了换底公式
loga b = logc b

logc a
.

(注: 还可以通过式子 logc a · loga b = loga a · logc b 辅助记忆, 感受真正的 “交换底数”.)
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求导即运算

自然地, 本章内容的核心内容: 求导, 也可以被看作是一种运算.

定义 (求导运算)
设 A 是定义在某区间上的可导函数集合, 若对任意的 f(x) ∈ A, 均由极限表达式

lim
∆x→0

f(x + ∆x) − f(x)
∆x

唯一确定其对应的一个新函数 f ′(x), 则称该对应关系 (即 ′) 为集合 A 上的求导运算, 记作

f ′(x) := lim
∆x→0

f(x + ∆x) − f(x)
∆x

.

因此, 我们也可以探究求导的运算规律法则.

并且, 上节课所学的内容, 其实就已涉及到了求导的运算 (规律) 法则 2.
2下面的表述统一为教材中的 “求导/导数的运算法则”.
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回顾公式表

基本初等函数导数公式表

1 (c)′ = 0

2 (xα)′ = αxα−1

3 (ex)′ = ex

4 (lnx)′ =
1
x

5 (sin x)′ = cos x

6 (cos x)′ = − sin x

7 (ax)′ = ax lna

8 (loga x)
′ =

1
x ln a

表中有足足八个公式, 死记硬背似乎并非好的举措.

至少有两组公式, 在形式上是及其相似的——它们
内部真的没有联系吗 (刚刚复习了什么公式) ?

先从相对简单的一组开始分析, 使用刚才复习过
的换底公式, 可以发现( 1

ln a
· ln x

)′
=

( ln x

ln a

)′
= (loga x)′ = 1

x ln a
,

而右侧的式子, 结合 ln x 的求导公式, 可以写成
1

x ln a
= 1

ln a
· 1

x
= 1

ln a
· (ln x)′.
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特殊与一般的对数函数求导公式间的联系

即 ( 1
ln a

· lnx

)′
=

( ln x

ln a

)′
= (loga x)′ = 1

x ln a
= 1

ln a
· 1

x
=

1
ln a

· (lnx)′

又 ln a ∈ R \ {0}, 因此可以设 c = 1
ln a

∈ R \ {0}, 从而有

(c · ln x)′ = c · (ln x)′, c ̸= 0,

并且, 在 c = 0 时上述式子也成立, 也就是说

(c · ln x)′ = c · (ln x)′, c ∈ R.

在公式表绝对正确的前提下, 这个式子似乎在暗示: 求导运算具有 “提取常数” 的性质.

结合上面对 “运算法则” 的定义, 我们可以猜测并验证以下定理正确性. (类比推理)
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定理 (求导运算的数乘运算法则)
设 c ∈ R 为与 x 无关的常数, 函数 f(x) 可导, 则

[c · f(x)]′ = c · f ′(x).

即一个函数的常数倍的导数, 等于这个常数乘以这个函数的导数, 称为求导的齐次性.

目前, 能够使用的证明方法别无他选, 有且只有求导的定义. (即证左侧函数的导数为右式)

证明.
将 c · f(x) 整体看作为一个新的函数, 根据求导的定义, 有

[c · f(x)]′ = lim
∆x→0

c · f(x + ∆x) − c · f(x)
∆x

= c · lim
∆x→0

f(x + ∆x) − f(x)
∆x

= c · f ′(x).
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牛刀小试

需要补充的是, 上述的证明过程不需要掌握, 因为系统的极限理论, 在高中阶段并不会涉及.

尽管证明过程不能细究, 但对于法则本身, 我们可以通过一些例子来体会它的意义所在.

例 (只使用齐次性也能算出结果的例子)
1 求特殊一次函数 (即正比例函数) y = kx 的导数.
2 求 y = ex+2 的导数.
3 求 f(x) = 2 sin3 x + sin x · (cos 2x − 1) 的导数.

解答.
1 y′ = (kx)′ = k(x)′ = k.
2 y′ = (ex+2)′ = e2(ex)′ = e2 · ex = ex+2.
3 f ′(x) = (2 sin x · (sin2 x + cos2 x))′ = 2(sin x)′ = 2 cos x.
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正比例函数与导数

由例题不免联想: 正比例函数的导数为常数, 那这个常数是正比例函数的什么? 有何意义?

这个常数恰为正比例函数的比例系数, 也即其图像对应直线的斜率.

导数、斜率, 你能进一步联想到什么吗? 正是导数的几何意义.

定理 (导数的几何意义-B 版选必三 P72)
对可导函数 f(x), 其在某一点处的导数值 f ′(x0) 就是曲线 y = f(x) 在点 (x0, f(x0)) 处
(也称在 x = x0 处) 的切线的斜率, 从而根据直线的点斜式方程可知, 切线的方程是

y − f(x0) = f ′(x0)(x − x0).

切线是割线的极限, 割线又是在曲线上连接两点的直线 (两点确定一条直线).

因此, 对于正比例函数而言, 在其图像上任取两点所形成的割线, 都是函数 (所对应的直线)
本身. 进一步, 切线是否也是正比例函数本身? 切线斜率 (即导数值) 此时是多少? (k.)
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一次函数的导数

既然特殊的一次函数的导数为常数, 那一般的一次函数 y = kx + b 的导数会是多少?

x

y

O

A(x1, y1)

B(x2, y2)

∆x

∆y

α

原直线 y = kx + b

切线 / 割线

图: 一次函数 “三线合一” 示意图

由于 “直线 y = kx + b”—“切线”—“割线” 三者重合, 因此一次函数的导数即直线斜率 k.
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特殊与一般的一次函数求导公式间的联系

因此, 我们可以得出公式
(kx + b)′ = k.

这似乎在告诉我们, 无论有没有常数 b, 一次函数的导数都为其斜率 k.

这看上去是一个非常合理的结论, 但参数 b 真的不会对导数造成 “影响” 吗?

不妨看看, 对参 (常) 数 b 直接求导的结果是什么: b′ = 0.

影响为 0 与没有影响是两回事 (如集合 ∅ 与 {∅} 的区别)!

如果我们不忽略 b 的影响, 似乎就有如下式子成立:

(kx + b)′ 几何意义======= k = k + 0 = (kx)′ + (b)′

在几何意义绝对正确的前提下, 这个式子似乎在暗示: 求导运算具有 “可拆分” 的性质.

结合上面对 “运算法则” 的定义, 我们又可以猜测并验证以下定理正确性. (类比推理)
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定理 (函数和的求导法则)
一般地, 若 f(x), g(x) 都可导, 则

[f(x) + g(x)]′ = f ′(x) + g′(x).

即两个函数之和的导数, 等于这两个函数的导数之和.

证明.
将 f(x) + g(x) 整体看作为一个新的函数, 根据求导的定义, 有

[f(x) + g(x)]′ = lim
∆x→0

f(x + ∆x) + g(x + ∆x) − f(x) − g(x)
∆x

= lim
∆x→0

f(x + ∆x) − f(x)
∆x

+ lim
∆x→0

g(x + ∆x) − g(x)
∆x

= f ′(x) + g′(x).

其中, 函数和的求导法则也被称为求导的加法法则或求导运算的可加性(可视化几何意义).
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加法与减法

上述的证明过程依旧不需要掌握, 因为涉及到了极限, 理解即可.

提到加法, 能条件反射想到的概念会是什么? 大概率是对偶的减法.

接下来是要像上面那般 (利用导数定义) 去验证求导的减法法则吗? 不!

在数学的体系中, 减法往往不需要被定义为一种完全独立的新运算. 不妨回顾一下, 在学
习实数或平面向量时曾建立过的观念: 减去一个量, 在代数上等价于加上这个量的相反数.

也就是说, 减法本质上是加法与数乘的结合. 即, 对于任意拥有加法和乘法的对象 a 和 b, 存
在恒等式:

a − b = a + (−1) · b.

既然减法可以被无缝拆解为加法和数乘, 而上面又确立了求导的加法法则 (可加性) 与数乘
法则 (齐次性), 那么函数差的求导法则也就水到渠成了.
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定理 (函数差的求导法则)
一般地, 若 f(x), g(x) 都可导, 则

[f(x) − g(x)]′ = f ′(x) − g′(x).

即两个函数之差的导数, 等于这两个函数的导数之差.

证明.
将 f(x) − g(x) 整体看作为一个新的函数, 直接求导, 有

[f(x) − g(x)]′ = [f(x) + (−1) · g(x)]′

= f ′(x) + [(−1) · g(x)]′ (求导的可加性)

= f ′(x) + (−1) · g′(x) (求导的齐次性)

= f ′(x) − g′(x).

这次的证明, 并不超纲. 当然, 若用定义法去验证, 依旧超纲.
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线性性

加、减与数乘这三种运算并不孤立, 而是相互联系的. 那么, 这三种运算的联系是什么?

定理 (向量的线性运算-人教 A 版必修二 P14)
向量的加、减、数乘运算统称为向量的线性运算, 向量线性运算的结果仍是向量. 也就是说,
对于任意向量 a⃗, b⃗, 以及任意实数 λ, µ1, µ2, 恒有

λ(µ1a⃗ ± µ2⃗b) = λµ1a⃗ ± λµ2⃗b.

类比该定义, 求导运算的可加性与齐次性便可合称为求导运算的线性性.

定理 (求导运算的线性性)
设 f(x), g(x) 都可导, c ∈ R 为与 x 无关的常数, 则

[c · f(x) ± g(x)]′ = c · f ′(x) ± g′(x).

由求导运算的可加性与齐次性, 请自行证明线性性的成立.
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牛刀小试
请只使用求导的线性性计算

请完成下面的练习题, 以加深对求导运算法则的理解.

例 (函数求导运算法则练习)
1 计算 y = ln(2x3 · e2x) 的导数;
2 求函数 f(x) = cos(x + π

6
) 的导数;

3 求 g(x) =
10∑

i=1

1
i
xi 的导数.

(注: 还记得符号
∑
吗? 它叫做求和符号, 代表着对某代数式的求和. 例如,

10∑
n=1

n 就是

1 + 2 + · · · + 10 的意思, 在必修二的 P178 (统计板块) 中首次抛头露面.)
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解答.
1 对数运算: y′ =

[
ln(2x3) + ln(e2x)

]′ = [ln 2 + 3 ln x + 2x]′ = 3
x

+ 2;
2 辅助角公式:

f ′(x) = (cos x · cos π

6
− sin x · sin π

6
)′ = −

√
3

2
sin x − 1

2
cos x = − sin(x + π

6
);

3 求和即加法: g′(x) =
10∑

i=1

(1
i
xi

)′
=

10∑
i=1

xi−1 =
9∑

j=0
xj = x9 + x8 + · · · + x + 1.

由第三小题的结果可以启发我们, 可加性并不限于两个函数的加法, 还可以推广到任意有限
个函数的加法. (当然, 涉及到自然数的严格证明必然绕不开数学归纳法, 证明略但不超纲.)

定理 (求导运算的可加性推广-人教 B 版选必三 P82)
设 f1(x), f2(x), · · · , fn(x) 都可导, 则

[f1(x) + f2(x) + · · · + fn(x)]′ = f ′
1(x) + f ′

2(x) + · · · + f ′
n(x).
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求导运算的乘法法则
本节完

此间内容已尽, 余韵留待诸君品思.

内容虽繁, 无须尽纳; 求知毋急, 徐徐图之.

今有生成式人工智能技术辅助教学, 遇疑可询. 欲预习亦可借重: 加减运算之后, 复为何种
运算? 正乃乘也.

本课所言数乘固属乘法, 然求导之乘法法则所涉乘法, 又作何解? (其运算对象有何殊异? )
且问: 乘法法则当循何等运算规律法则? 莫非

(f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g′(x)

乎? 若其不然, 当何以证其非? 此诸般关窍, 皆俟下节课详析.

(注: 齐次性命名之由来, 线性性之深意, 有心探微者, 课后请益于师可也. )
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